Zu Aufgabe 2.1. (a) Wir stellen uns vor, dass die Jugendlichen sich nacheinander
setzen. Der Erste hat sieben Pldtze zur Auswahl. Danach stehen dem Zweiten noch
sechs Platze zur Verfligung. Fir den Dritten gibt es dann noch fiinf Mdglichkeiten
und so weiter. Also gibt es insgesamt

7-6-5-4-3-2-1 = 7! = 5040

Madglichkeiten.

(b) Hier besetzen wir nacheinander die vier Plétze. Auf den ersten Platz kdnnen wir
einen von sieben Jugendlichen setzen. Danach gibt es noch sechs Kandidaten fiir
den zweiten Platz, danach funf Kandidaten fur den dritten Platz und schlieflich vier
Kandidaten fiir den vierten Platz. Dies sind insgesamt

7-6-5-4 = [7]s = 840

Madglichkeiten.

(c) Wir stellen uns vor, dass wir nacheinander drei Jugendliche auswahlen, die nicht
mitfahren diirfen. Dafir gibt es
7-6-5

Maoglichkeiten. Allerdings spielt hier die Reihenfolge, in der die Jugendlichen aus-
gewdhlt werden, keine Rolle. Fir eine gegebene Teilgruppe von drei Jugendlichen
gibtes genau 3-2-1 = 6 mogliche Reihenfolgen, in denen wir sie auswéhlen kdnnten.

Daher gibt es
7-6-5 [Tz
521 3 %
mogliche Festlegungen der drei Wartenden.

(d) Auch hier stellen wir uns vor, dass die Jugendlichen sich nacheinander einen
Platz suchen. Der Erste hat 16 Pldtze zur Auswahl. Danach stehen dem Zweiten
noch 15 Pldtze zur Verfugung. Fur den Dritten gibt es dann noch 14 Méglichkeiten
und so weiter, bis sich der Letzte auf einen von zehn freien Platzen setzt. Also gibt
es insgesamt

16-15---10 = [16]; = 57657600
Madglichkeiten. O



Zu Aufgabe 2.2. (a) Um eine k—elementige Teilmenge von {1,...,n + 1} aus-
zuwéhlen, lege ich zunéchst einmal fest, ob sie die Zahl n + 1 enthalten soll oder
nicht. Wenn sie die Zahl n + 1 nicht enthalt, muss ich & Elemente von {1,...,n}
auswahlen, wofiir es b(n, k) Moglichkeiten gibt. Wenn die zu wéhlende Menge die
Zahl n + 1 enthélt, muss ich noch k£ — 1 Elemente von {1, ...,n} wahlen, wofiir es
b(n, k — 1) Mdglichkeiten gibt. Insgesamt habe ich also

b(n, k) + b(n,k —1)

Maoglichkeiten die Menge zu wéhlen.

(b) Um eine k-elementige Teilmenge von {1,...,n + 1} zu wiéhlen, kann ich
zunéchst ihr maximales Element, genannt m, festlegen. Fur diese Zahl m kommt je-
de Zahl aus {k, ...,n+1} in Frage. Danach muss ich aus der Menge {1, ...,m—1}
noch k — 1 Elemente auswahlen, wofiir es b(m — 1, k — 1) Mdglichkeiten gibt. Ins-
gesamt habe ich also

n+1 n
dobm-1,k—1) = Y b(i,k—1)
m=k i=k—1

Maoglichkeiten die Menge zu wéhlen.
Anmerkung. Wenn man nun die bekannte Formel

b(n, k) = (Z) - [Z—]"“

einsetzt, dann ergibt sich die allgemeine Formel

n+1k <= [k
k! D> (kfl)!’

also

. _ [n+1]
Dl = . .

=1

(Fur¢ < k — 1ist ohnehin [§]—1 = 0.) Speziell fiir k = 2 ergibt dies:
Fir k = 3 ergibt sich

Doch die linke Seite ist gleich



Folglich ist

N,  (n+Dnn-1) (m+n _ (n+Dn@2n+1)
Z:Zf 3 T 6

Im Prinzip kann man induktiv fiir beliebige Zahlen e (= k — 1) aus {3, 4, 5,. ..} die
Summe

. . . e—1 . H H HE
bestimmen. Denn [i], = i® + ijl ae,;%° mit gewissen Koeffizienten a. ;. O



Zu Aufgabe 2.3. (a) Mit 2 = {1,...,6}3 ist #2 = 6 = 216 und

6
#{w €N :w > max{wg,w3}} = Z#{w €N :w =k,w > max{wg,wg}}
k=1

6 #{weﬂ:wlzk,wggk,wggk}

k=1
6
=) k¥ =091
k=1
Somit ist 1
Plw, > max{ws,ws}] = 29—16 ~ 0.421.

Im Falle des n—maligen Wiirfelns ist

6
Plw; > max{wa,...,wp}] = ZP[wl =k,w; <kfir2 <i<nj
k=1
6 kn—l

(b) Lésungsvorschlag 1:

6
Plw; <ws <ws] =) Plwy = j,wn < j < ws]

I
M-
S,
—~
o -~
w| |
S
~—

=1
56 7

=56~ 27 ~ 0.2593.
Losungsvorschlag 2: Wir betrachten n-maliges Wiirfeln und die Menge A aller Tupel
w e {1,2,...,6}" mit w; < wy < --- < wy. Ein solches Tupel w kann man
eindeutig durch eine 5-elementige Teilmenge M von {1,2,...,n + 5} beschreiben.
Sei ndmlich M = {mq,...,ms} mitl < m; < my < --- < ms < n+ 5. Dies
entspricht einem Tupel w € A mitmy —1 Einsen, my —my — 1 Zweien, msg —mo —1
Dreien, ...und n + 5 — my Sechsen:

1... mi P mo [ m5...n+5
1,...,1 ¢ 2,...,2 ¢ .-+ e 6,...,6
Folglich besteht A aus (";r5) Tupeln, und insgesamt gibt es 6™ Tupel, so dass
n+5
P(A) = @ O

6n



Zu Aufgabe2.4. Sei M die Menge aller 23 Gummibérchen, bestehend aus den Men-
gen M, aller roten, M, aller gelben und Mg,yen aller griinen Gummibérchen.
Das Kind greift dreimal hintereinander in die TUte ohne Zuriicklegen. Also betrach-
ten wir den Grundraum

2 = §M)

mit #2 = [23]3 Elementen. (Man kdnnte auch sagen, dass das Kind nur einmal in
die Tute greift und sich drei Stiick herausgreift. In diesem Fall wére unser Grundraum
die Menge aller drei-elementigen Teilmengen von M. Die Rechnungen wdren dann
fast identisch.) Nun ist

A := [dreimal gleiche Farbe]
= [dreimal rot] U [dreimal gelb] U [dreimal griin]
= 33 (Mrot) U 83 (Mgelb) U 83 (Mgruen)-

Folglich ist

[10]3 + [8]3 + [5]3 . 1116

= ~ 0.105. O
[23]3 10626

P(4) =



Zu Aufgabe 2.5.

L ‘osungsvorschlag 1: Die Menge der giinstigen Félle ist A U B mit den disjunkten
Ereignissen

A := [Jeder Spieler erhdlt genau einen Buben],
B := [Ein Spieler erhélt zwei Buben, die anderen jeweils einen].

Wie in Beispiel 2.7 gezeigt wurde, ist ##A = 103 - 2 - 4! - 28!. Ferner ist
#B =3 (welcher Spieler erhdlt zwei Buben)
1 L .
-(20) -10-10 (wo ist irgendein Bube)

- 4] (Zuordnen der Buben auf vier feste Positionen)
- 28! (wo sind dann die Ubrigen 28 Karten).

Also ist

3:(10-9/2)-10%- 41 +2-10% - 4!
32-31-30-29

_10%-41-(27/2+2)  10%-4-3-31

N 2352-31--30-29 ~32-31-30-29

= —— = 0.43l1. O
2-29 043

P(AUB) =

L ‘osungsvorschlag 2: Man wendet die Siebformel auf das Gegenereignis an: Sei B
das Ereignis, dass Spieler 7 keinen Buben erhalt. Dann folgt aus der Siebformel und
Symmetrietiberlegungen, dass

Pljeder Spieler erhdlt mind. einen Buben]
=1—- P(B; UBy U B3)
=1-3P(B:1) + 3P(B1 N By),

denn By N Ba N B3 = ?. Doch

_ [22a
P(By) = 32,
P(B; N B,) = [12]4 O

- [32]4



Zu Aufgabe 2.6.
(a) Auch hier denken wir an 48 zunachst leere Plétze, auf welche die 48 Karten nach-
einander verteilt werden. Hierfiir gibt es 48! Moglichkeiten. Nun zu dem Ereignis,
dass irgendein Spieler beide Kreuz-Damen erhdlt: Es gibt 48 Mdoglichkeiten, die er-
ste Kreuz-Dame zu setzen. Danach muss man die zweite Kreuz-Dame dem gleichen
Spieler zuteilen, wofiir es 11 Moglichkeiten gibt. Danach kann man die 46 ubrigen
karten auf 46 freie Platze verteilen, wofiir es 46! Mdglichkeiten gibt. Also ist

. . . 48 - 11 - 46! 11

Plirg. Spieler erhélt beide Kreuz-Damen] = 4811460 11 ~ 0.234.
48! 47

(b) Sei B; das Ereignis, dass Spieler i keine der sechs besonderen Karten erhélt.
Dann folgt aus der Siebformel und Symmetrietiberlegungen, dass

Pljeder Spieler erhélt mind. eine der bes. Karten]
=1—- P(B; UBy;UB3U By)
=1—4P(B,) 4+ 6P(B; N By) — 4P(B; N By N Bs),

denn B; N By N B3N By = . Doch

P(BY) = (g
P(Bl ﬂBQ) = %,
P(ByNBy;NB;3) = %

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist also bis auf Rundungsfehler gleich

1—-4-0.1587+6-0.0110 — 4 - 0.0001 ~ 0.4306. O

Zu Aufgabe 2.7. Wir betrachten die Menge M = {1,2,...,365} und den Grund-
raum 2 = M7 mit 365'7 Elementen. Das Ereignis, dass die 17 Personen an un-
terschiedlichen Tagen Geburtstag haben, ist dann die Menge S17(M) mit [365]17
Elementen. Also ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit gleich

[365]17
36517

~ 0.6850.

Allgemein gilt beim Ziehen einer Stichprobe vom Umfang n mit Zuriicklegen aus
einer Population M von N Individuen:

Plalle n Stichprobenelemente verschieden] = #ij\(/t/:‘/t) = [x]n” O




Zu Aufgabe 2.8. Im Falle des sechsmaligen Wiirfelns ist
P[mindestens eine Sechs] = 1 — P[keine Sechs] = 1 — (5/6)° ~ 0.6651.
Im Falle des 12-maligen Wiirfelns ist 2 = {1,2,...,6}'2, und

P[mindestens zwei Sechsen]
= 1 — PJkeine Sechs] — P[genau eine Sechs]

12

= 1—(5/6)12—ZP{w€ 2w =6,w; §5f'L'|rj7éi}
i=1

=1-(5/6)"? —12 x 5'*/6'?

=1-(5/6)"(5/6 +2) ~ 0.6187.

Also ist das Spiel mit sechsmaligem Wiirfeln guinstiger. O

Zu Aufgabe 2.9. Im Falle von N > 4 gibt es N Mdglichkeiten, drei nebeneinander-
liegende Plétze zu wahlen, und 3! = 6 Mdoglichkeiten, die drei Freundinnen dort zu
plazieren. Die tibrigen Gaste kann man dann auf (IV — 3)! Arten an den Tisch setzen.
Folglich ist

N-3l-(N-3)! _ 6

Plalle drei nebeneinander] = I R

Mdchte man zwei aber nicht drei Freundinnen zusammensetzen, so gibt es N Mdg-
lichkeiten, die beiden benachbarten Platze zu wéhlen, und dann N —4 Mdglichkeiten,
den dritten, isolierten Platz zu wéhlen. Folglich ist

(N —4)-31- (N —3)!
P[genau zwei nebeneinander] N-(N=-4)-3- (V- 3)!

N!
_ 6 (N-19)
S (N-1)(N=-2)
Daraus ergibt sich, dass
P[mindestens zwei nebeneinander]
_ 6 4 6-(N—4) _ 6-(IV—3) -

N-DN-2)  (N-D(N-2)  (N-DN-2)



Zu Aufgabe 2.10. Als Grundraum wahlen wir die Menge (2 aller sechs—elementigen
Teilmengen von {1,2,...,49}, versehen mit der Gleichverteilung. Es gibt 46 Men-
gen aus vier aufeinanderfolgenden Zahlen, ndmlich {1,2,3,4}, {2,3,4,5}, ...,

{46,47,48,49}. Allerdings sind die Ereignisse 4; = {M € N {i,i+1,i+

2,i+3} C M} nicht paarweise disjunkt! Um diesem Problem abzuhelfen, betrach-
ten fur eine Menge M, die einen 4er-Block enthélt, denjenigen 4er-Block mit den

groRten Zahlen. Dann ist
46 46
U4a = Uz
i=1 i=1

m B; := {MeQ:{i,z‘+1,z‘+2,z‘+3}CM,i+1¢M}.
Die Ereignisse By, B, .. ., Bsg sind paarweise disjunkt mit
#Bi:#{TC{1,2,...,49}\{i,i+1,...,z’+4}:#T:2}
(%)) falls i < 46,
) (%) falls i = 46.
Also ist
46 44 45
P(i:UIBi) _ B (i%g;(z) _ 45 -é;l)- 22 _ 53329 ~ 0.0031. O

Zu Aufgabe 2.11. Sei (2 die Menge aller Kinder. Wenn es insgesamt N Familien
gibt, dann ist die Gesamtzahl von Kindern gleich

#02 =) N-p;-j,

721

wobei p; den relativen Anteil aller Familien mit genau j Kindern bezeichnet. Die
Menge Ay, aller Kinder mit genau k& Geschwistern besteht aus N - pg+1 - (kK + 1)
Kindern. Also ist

. A . 1
P[genau k Geschwister] = #AL_ Pr (k + ). O

#12 2121 pj-J




